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R�esum�e � Nous proposons un sch�ema de subdivision d�ependant de pa�
ram�etres pour construire des courbes satisfaisant �a des conditions d�Hermite
aux extr�emit�es d�un intervalle �a� b�� Trois fonctions	 f� p et s sont d�e
nies
sur les nombres dyadiques � a � 
b � a� i

�n
� Puis	 �a l�aide de produits in
nis

de matrices et sous des conditions sur les param�etres	 nous montrons que ces
fonctions peuvent �etre prolong�ees par continuit�e �a l�intervalle �a� b� avec de
plus	 f � � p et f �� � s�

Abstract� We propose a two point subdivision scheme with parameters
to draw curves that satisfy Hermite conditions at both ends of �a� b�� We build
three functions f� p and s on dyadic numbers and	 using in
nite products of
matrices	 we prove that	 under assumptions on the parameters	 these func�
tions can be extended by continuity on �a� b�	 with f � � p and f �� � s �

AMS subjet classi�cation� ��A��� �	D��

�� Introduction

Les techniques de subdivision sont des outils e�caces pour construire
des courbes et des surfaces par ordinateur� La plupart des m�ethodes impor�
tantes de trac�e de courbes peuvent �etre consid�er�ees comme des processus de
subdivision 
voir Boehm et al� ����� Elles sont g�en�eralement bas�ees sur des
d�ecoupages des coins des polygones ou poly�edres de contr�ole et ne sont pas
interpolantes���

Dans cet article	 nous �etudions le probl�eme d�interpolation d�Hermite sui�
vant � construire une fonction f � C��a� b� interpolant les � donn�ees suivantes
aux extr�emit�es de l�intervalle �
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Une solution bien connue est fournie par le polyn�ome d�interpolation d�Her�
mite de degr�e �� Mais l�objet de cet article est de construire une famille de
fonctions interpolantes d�ependant de param�etres �a laquelle appartiennent	
entre autres	 le polyn�ome d�Hermite et quelques fonctions polyn�omiales par
morceaux� La technique utilis�ee est celle de la subdivision dyadique	 dite de
base ��

Pour des donn�ees de Lagrange	 elle a �et�e introduite par Deslauriers et
Dubuc ��	�� puis peu apr�es par Dyn et al� ���� Micchelli ���� donne une condi�
tion n�ecessaire et su�sante de convergence de ces sch�emas� Pour des donn�ees
d�Hermite form�ees des fonctions et des d�eriv�ees premi�eres aux bords	 elles ont
�et�e propos�ees par Merrien ���� De nouvelles conditions de convergence sont
propos�ees par Dyn et Levin ���	 mais elles sont di�cilement g�en�eralisables au
cas C��

Dans la partie �	 on d�e
nit l�algorithme	 dit HC�	 sur �a� b� � ��� ��	
d�ependant de � param�etres	 permettant la construction de � fonctions f� p

et s sur l�ensemble dyadique D �
��
n��

Dn o�u Dn � f
i

�n
� i � � � � � �ng	 dense

dans ��� ��� Puis on donne des conditions n�ecessaires sur les param�etres pour
que l�interpolant f 	 obtenu par prolongement par continuit�e soit de classe C�

et v�eri
e f � � p et f �� � s�
Dans la partie �	 on d�emontre � lemmes donnant des conditions su��

santes pour le prolongement par continuit�e d�une fonction d�e
nie sur D �a
l�intervalle ��� �� en une fonction continue ou contin�ument d�erivable� Cette
partie fait apparaitre des quantit�es �etudi�ees dans la partie � consacr�ee aux
conditions n�ecessaires et�ou su�santes de convergence de l�algorithme HC�

en fonction des param�etres� Les d�emonstrations sont bas�ees sur la conver�
gence de produits in
nis de matrices utilisant les r�esultats de Daubechies et
Lagarias ����

En
n	 dans la partie �	 on donne plusieurs exemples illustrant les r�esultats
pr�ec�edents et une �etude du domaine de convergence�

�� Description de l�algorithme HC�

Sur l�intervalle �a� b�	 on se 
xe les � donn�ees aux extr�emit�es	ya� y�a� y
��
a� yb� y

�
b� y

��
b �

Si on interpole ces donn�ees par le polyn�ome d�Hermite de degr�e �	 not�e q	 on

trouve pour les valeurs au milieu m �
a� b

�
de l�intervalle �
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En r�einterpolant ces nouvelles donn�ees sur �a�m� et �m� b� par le polyn�ome
d�Hermite	 on retrouvera des formules analogues� Par unicit�e de ce polyn�ome	
on peut ainsi construire le polyn�ome q sur D � �Dn d�e
ni pr�ec�edemment�
Le processus est convergent au sens que les fonctions construites sur D sont
prolongeables sur �a� b� en q� q� et q�� respectivement�

Pour des simpli
cations d��ecriture	 nous supposerons d�esormais que �a� b� �
��� ��� Nous allons �etudier les fonctions f� p et s d�e
nies sur D par l�algorithme
HC� suivant	 d�ependant de � param�etres ��� ��� ��� ��� ��� ��� �� et �� �

algorithme HC�

�etape � � sur D�	
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s
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�etape n�� � connaissant f� p et s sur Dn	 on d�e
nit ces � fonctions sur
Dn��nDn par �
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De�nition � L
algorithme HC� est convergent si les fonctions f� p� s d�e�
�nies sur D sont prolongeables par continuit�e sur ��� �� avec de plus f � �
p� f �� � s


Outre les param�etres correspondant au polyn�ome de Hermite	 nous pouvons
assurer la convergence dans certains cas�

Proposition 
 �
 Si �� � ���� �� � �������� �� � ������ �� � ���� �� �
����� �� � ����� �� � ��� et �� � ���� alors l
algorithme HC�

converge vers l
interpolant C� polyn�omial de degr�e 	 sur les intervalles
��� ����� ����� ���� et ����� ��� �spline cubique avec � noeuds int�erieurs�


�
 Si �� � ���� �� � ������ �� � ����� �� � �� �� � ����� �� � ����� �� �
��� et �� � ����� l
algorithme HC� converge vers l
interpolant C� po�
lyn�omial de degr�e � sur ��� ���� et ����� ����spline quartique avec un
noeud int�erieur�


D�emonstration � Il su�t pour ces � interpolants de calculer les valeurs
aux milieux des segments� En r�eit�erant	 on obtient des formules analogues �
puisqu�il y a unicit�e de l�interpolant v�eri
ant les conditions impos�ees	 on ob�
tient la convergence comme pour le polyn�ome d�Hermite� �

Donnons maintenant une condition n�ecessaire plus g�en�erale sur la conver�
gence qui permettra de r�eduire le nombre de param�etres�

Proposition � Si pour toutes les donn�ees initiales� l
algorithme HC� est
convergent alors � �� � ���� ��� � ���� � ��� �� � ��� � �� �� � ��� � �


D�emonstration � Elle est bas�ee sur le d�eveloppement de Taylor des fonc�
tions au voisinage de �	 sachant que hn � ���n tend vers ��
Ainsi pour la fonction f 	 nous avons �
f
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soit �� � ��� et ���� � �� � ��� lorsque n tend vers ���
Les autres �egalit�es s�obtiennent de mani�ere similaire� �

Nous nous placerons d�esormais dans ce cas� par cons�equent dans la suite
de l
article� l
algorithme HC� ne d�epend plus que des param�etres ��� ��� �� et
��


Remarques �

�� Les param�etres correspondant aux trois cas particuliers �etudi�es pr�ec�e�
dement v�eri
ent naturellement les conditions de la proposition ��

�� Il �etait inutile d�introduire un param�etre suppl�ementaire �� dans l�ex�
pression de s � le d�eveloppement de Taylor impose �� � ��

�� En poursuivant le d�eveloppement	 on obtient les conditions suppl�emen�
taires suivantes �

� si f est de classe C�	 alors	 � � ��� � ���� � ���� �

� si f est de classe C�	 alors	 �� � ����� �� � ������
� � ��� � ���� � ����� �� � ��� et �� � ���� �

� si f est de classe C�	 alors �� � ����� �� � ������ �� � �����
�� � ������ �� � ����� �� � ��� et �� � ����	 qui correspond au
polyn�ome d�Hermite�

�� La r�eciproque de la proposition � est fausse� Si �� � �� � �� �� �
���� �� � � et �� � ���	 alors p et s sont a�nes et interpolent y�a� y

�
b	

respectivement y��a� y
��
b � on a p

� �� s d�es que y��a �� y��b �

�� Lorsque les param�etres v�eri
ent les conditions impos�ees par la proposi�
tion �	 si l�on part de donn�ees interpolables par un polyn�ome de degr�e
�	 l�algorithme HC� converge vers ce polyn�ome�

�� Conditions de prolongements

Une condition su�sante pour prolonger �a ��� �� une fonction � d�e
nie
sur D � �Dn est la continuit�e uniforme sur D� C�est cette condition que
nous utiliserons pour prolonger s� Une fois montr�ee la continuit�e de s	 nous

�



montrerons que p� � s	 puis de m�eme	 nous pourrons prolonger f et montrer
f � � p� Nous avons besoin de deux lemmes inspir�es des travaux de Faber ����

Lemme � Soit � une fonction d�e�nie sur D v�eri�ant �

�� � ��� ����c� � IR�� �j �

i � �

�n
�� �


i

�n
� j� c��

n� � � i � �n � �

alors � est prolongeable par continuit�e sur ��� ��� et

�c� � IR�� � 	
x� y� � ��� ��
�� j x� y j�

�

�n

j �
x�� �
y� j� c��

n�

D�emonstration � Nous d�emontrons d�abord la majoration pour x� y dans
D	 puis apr�es avoir prolong�e �	 nous l��etendons �a tout l�intervalle�
Soient x et y deux �el�ements de D v�eri
ant j x� y j� ���n� Alors il existe z
�el�ement de Dn v�eri
ant � j x� z j� ���n et j y � z j� ���n�
Nous allons montrer que j �
x�� �
z� j� c�n� Une in�egalit�e semblable avec
y assurera le r�esultat�
Si x est dans Dn	 le r�esultat est vrai avec c � c��
Sinon	 soit r un entier strictement positif tel que x � Dn�r� Si nous supposons

z 	 x	 nous pouvons �ecrire que x � z �
rX

i��


i
�i�n

avec 
i � � ou ��

Posons alors p� � z et pj � z �
jX

i��


i
�i�n

	 pour j variant de � �a r� Nous

avons pj � pj��	 dans le cas o�u 
j � � ou encore pj � pj�� � ���n�j 	 d�o�u
j �
pj���
pj��� j� c��

n�j � Maintenant	 nous pouvons obtenir la majoration �

j �
x�� �
z� j � j
rX

i��

�
pj�� �
pj��� j�
rX

i��

j �
pj�� �
pj��� j

� c�
rX

i��

�n�j � c��
n �

�� �
� c�n�

o�u c � c�
�

�� �
� Le m�eme raisonnement peut �etre fait si z � x� On obtient

�evidemment la m�ememajoration pour j �
y���
z� j	 ce qui permet d�obtenir �

�c� � IR
�
� � 	
x� y� � D

�� j x� y j�
�

�n

j �
x�� �
y� j� c��
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De cette majoration	 on d�eduit que � est uniform�ement continue sur D	 donc
prolongeable par continuit�e sur ��� ��� Pour �etendre la majoration pr�ec�edente

�a ��� ��	 il su�t de reprendre le raisonnement en �ecrivant que x � z�
�X
i��


i
�i�n

avec 
i � � ou � puisque x est limite d�une suite de points de D�
Remarquons qu�en fait � est h�old�erienne �

	
x� y� � ��� ��� �j �
x�� �
y� j� c� j x� y j�
ln �
ln � �

�

Notons que l�hypoth�ese j �

i� �

�n
� � �


i

�n
� j� �
n� avec lim

n���
�
n� � �	

n�est pas su�sante pour conclure �a la possibilit�e de prolongement� On peut
trouver des fonctions � non born�ees v�eri
ant cette propri�et�e�

Lemme 
 Soient � une fonction d�e�nie sur D et 
 une fonction continue
sur ��� �� v�eri�ant �

j �n
�

i� �

�n
�� �
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�n
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i� �
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i

�n
���� j� �
n�� � � i � �n � �

avec lim
n���

�
n� � �� alors � est prolongeable par continuit�e sur ��� �� en une

fonction de classe C� v�eri�ant �� � 



D�emonstration � Avec la majoration de l�hypoth�ese	 on obtient que �

j �

i� �

�n
�� �


i

�n
� j�

�
n�

�n
�
max j 

x� j

�n
� c�

�

�n
�

donc	 par le lemme pr�ec�edent	 � est prolongeable par continuit�e sur ��� ���

La fonction � d�e
nie par �
x� � �
�� �
Z x

�


t�dt est de classe C� et

v�eri
e �� � 
� Montrons que � et � co��ncident sur D�
Soit x � D et soit � � IR��� Si x � Dn alors x � Dn�p	pour tout p � �	

donc nous pouvons choisir n aussi grand que nous le voulons� Comme 

est uniform�ement continue sur ��� ��	 nous pouvons supposer que n est assez
grand pour que �
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De m�eme	 nous pouvons supposer n assez grand pour que �
n� � ����
Alors	 en posant x � j��n� � � j � �n	
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Z x
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� �etant choisi arbitrairement	 on obtient � � � sur D� Par continuit�e des
deux fonctions	 � � � sur ��� �� et �� � �� � 
� �

�� Repr�esentation matricielle et convergence

Pour f� p� s d�e
nies sur D	 nous notons U i
n le vecteur de IR
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Compte tenu des lemmes � et � pr�ec�edents	 les � premi�eres composantes appa�

raissent naturellement� Pour la troisi�eme	 le facteur h�n
s

i� �

�n
�� s


i

�n
�����

peut �etre omis	 en changeant de base	 mais il permet une �ecriture int�eressante
des matrices introduites ci�dessous�

Proposition � Il existe � matrices A� et A�� de IR
�x� ne d�ependant que des

param�etres de l
algorithme HC� telles que � U�i
n�� � A�U

i
n et U�i��

n�� � A��U
i
n


�



D�emonstration � Avec un logiciel de calcul formel on v�eri
e que �

A� �

�
B� ��� ��� �

�
��� � ��� � ����� �� ���� ����
�
��� � ��� � ������� �
��� � ��� � ������ �� ��

�
CA � � � ���

�
On obtient alors imm�ediatement �

U i
n � A��A�� � � � A�nU

�
� � �j � ��

Pour �etudier la convergence de U i
n vers �	 nous avons besoin d�un certain

nombre de r�esultats de Daubechies et Lagarias ���	 
not�e D�L dans la suite�	
sur les produits in
nis de matrices�
Introduisons les notations utiles� Soit k k une norme sur IRn� Nous noterons
k k la norme matricielle subordonn�ee sur IRnxn � kM k� supkxk�� kMx k�
Comme dans l�article de D�L	 pour un ensemble  de matrices de IRnxn	 nous
d�e
nissons �

� �
M�	 le rayon spectral d�une matriceM �

� �
 �	 le rayon spectral g�en�eralis�e	 �
 � � lim sup
k���


�k
 ��
�
k o�u

�k
 � � supf�

kY

i��

Mi��Mi �  � � � i � kg�

� ��
 �	 le rayon spectral joint	 ��
 � � lim sup
k���


��k
 � k k��
�
k 	 o�u

��k
 � k k� � supfk
kY

i��

Mi k�Mi �  � � � i � kg�

A noter que par �equivalence des normes sur IRn	 la notion de rayon spec�
tral joint ne d�epend pas de la norme choisie	 m�eme si ��k
 � k k� en d�epend�

Rappellons deux r�esultats de D�L �

�� On a les in�egalit�es �

�k
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 � � ��
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��k
 � k k��
�

k �
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�� En utilisant les th�eor�emes ��� et ��� de leur article	
si  � fM��M�� � � � �Mmg 
 IRnxn	 les produitsMd�Md� � � �Mdp tendent
vers la matrice nulle lorsque p tend vers �� si et seulement si ��
 � 	 ��
Au cours de la d�emonstration de ce th�eor�eme	 les auteurs montrent que
si ��
 � 	 �	 la convergence des produits est g�eom�etrique au sens que �
�t � IN v�eri
ant ��t
 � k k� 	 � et

kMd�Md� � � �Mdp k� c�p� � � 
��t
 � k k��
�

t 	 ��

Nous pouvons maintenant donner des conditions de convergence sur nos
algorithmes en choisissant  � fA�� A��g�

Proposition � Pour ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �� donn�es v�eri�ant

�� � ���� ��� � ���� � ��� �� � ��� � �� �� � ��� � ��

l
algorithme HC� est convergent si et seulement si ��
 � 	 �


D�emonstration � Supposons ��
 � 	 � et choisissons la norme in
nie �
k k�� Alors en utilisant la condition de convergence de D�L	 nous savons
qu�il existe � � ��� �� et c � IR�� tels que �

k Ad�Ad� � � �Adn k�� c�n� dj � ���

A partir d�un vecteur U � U�
� de donn�ees initiales quelconques	 on a donc

pour tout n entier	

k U i
n k� c�n k U k�� c��n� � � i � �n � ��

On a tout d�abord la majoration �

j s
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� j� c��n� � � i � �n � ��

si bien que par le lemme �	 s est prolongeable par continuit�e sur ��� ���
Ensuite comme hn � ���n	

j �n�p�
i� �

�n
�� p�

i

�n
��� �s�

i� �

�n
� � s�

i

�n
���� j� ��n� � c��n� � � i � �n � ��

donc	 par le lemme �	 p est prolongeable par continuit�e et p� � s�
En
n

j �n�f�
i� �

�n
�� f�

i

�n
��� �p�

i� �

�n
� � p�

i

�n
���� j� ��n�� � � i � �n � ��
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avec �
n� � c��n��n � ��n sup j s j ���
Donc f est prolongeable par continuit�e et f � � p�

R�eciproquement	 supposons que l�algorithme converge � nous allons mon�
trer que les produits de matrices Ad�Ad� � � �Adn� dj � �� tendent vers ��
En utilisant des d�eveloppements de Taylor et la continuit�e uniforme de s	 il
est ais�e de voir que quel que soit le vecteur U de donn�ees initiales	 les vec�
teurs U i

n tendent vers � uniform�ement� Autrement dit k U i
n k� �
n�U� soit

k Ad�Ad� � � � AdnU k�� �
n�U�	 avec lim
n���

�
n�U� � ��

Nous partons des � vecteurs V�� V�� V� o�u
V� � 
�� �� ��T pour ya � y�a � �� y

��
a � ����� yb � ����� y�b � �� y

��
b � ���	

V� � 
�� �� ��T 	 pour ya � �� y�a � ����� y��a � �� yb � �� y
�
b � ���� y

��
b � �	

V� � 
�� �� ��T pour ya � y�a � y��a � �� yb � �� y
�
b � y��b � ��

Soit U � IR� avec k U k�� �	 U � 
�V� � 
�V� � 
�V� et max j 
i j� ��

k Ad�Ad� � � � AdnU k� � j 
� j �
n� V��� j 
� j �
n� V��� j 
� j �
n� V��

� �
n� V�� � �
n� V�� � �
n� V�� � �
n�

avec lim
n���

�
n� � ��

D�o�u k Ad�Ad� � � �Adn k�� �
n� et donc le r�esultat� �

De mani�ere pratique	 compte tenu des in�egalit�es de D�L rappel�ees ci�
dessus	 nous obtenons les conditions suivantes �

Proposition � �i� S
il existe une norme k k sur IR� et un entier k tel que
��k
 � k k� 	 �� alors l
algorithme converge

�ii� S
il existe k entier tel que �k
 � � �� alors l
algorithme diverge


�� Domaine de convergence et exemples

La d�etermination pratique du rayon spectral joint est di�cile� Berger et
Wang ��� ont montr�e que pour un ensemble  de matrices uniform�ement
born�ees	 alors �
 � � ��
 �	 ce qui est le cas ici� Rappelons aussi un de leurs
r�esultats qui permet	 dans certains cas	 d��evaluer ��
 ��

Si les Mi sont triangulaires par blocs	 Mi �

�
BB�

M�
i �
� � �

� M l
i

�
CCA o�u les Mp

i

��



sont des matrices carr�ees de m�eme dimension lorsque i varie	 alors

��
M�� � � � �Mm� � max
��
M
�
� � � � � �M

�
m�� � � � � ��
M

l
�� � � � �M

l
m��� 
��

Si le nombre de param�etres initiaux est important	 la condition n�ecessaire
de convergence de la proposition � entra��ne que l�algorithmeHC� ne d�epend
plus que de � param�etres	 par exemple � ��� ��� �� et ���

Proposition � Si �� � ���� ��� � ���� � ��� �� � ��� � ���� � ��� � � et
si de plus ��� � ��� � ���� � � et ��� � ��� � ����� � ��
alors l
algorithme converge si et seulement si � j ������ j	 � et j ���� j	 �


D�emonstration � Compte tenu des hypoth�eses	 la matrice A� s��ecrit �

A� �

�
B� ��� ��� �

� �� ���� ����
� � � � ��

�
CA � � � ���

En utilisant 
��	 il vient �

��
A�� A��� � max
���� j � � ���� j� j �� �� j��

d�o�u le r�esultat� �

Exemple �� Les param�etres correspondant au polyn�ome d�Hermite v�e�
ri
ent les hypoth�eses�

A� �

�
B� ��� ����� �

� ��� ������
� � ���

�
CA � ��
A�� A��� � ����

De m�eme pour l�interpolant de classe C� polyn�omial de degr�e � sur ��� ����
et ����� ��	 
spline quartique �a � noeud�	 pour lequel

A� �

�
B� ��� ����� �

� ��� ���
� � �

�
CA � ��
A�� A��� � ����

��



Nous ajoutons maintenant seulement l�hypoth�ese � ������������ � � et

d�e
nissons B� �

�
�� ���� ����

�
��� � ��� � ������ � � ��

�
�

�
a �b
�c d

�
� � � ���

Proposition �� Si �� � ���� ��� � ���� � ��� �� � ��� � ���� � ��� � �
et si de plus ��� � ��� � ���� � ��
alors l
algorithme HC� converge si et seulement si ��
B�� B��� 	 �

Une condition su�sante de convergence est �

j �� ���� j	 �� j � � �� j	 �

et j ��� � ��� � ����� j � j ��� j	 
�� j � � ���� j�
�� j �� �� j��

D�emonstration � La premi�ere partie r�esulte du rappel 
���
Pour la seconde	 choisissons sur IR�	 la norme k 
x� y�T k�j x j �
 j y j o�u 

est un r�eel strictement positif �a 
xer� Alors �

k B� k� max
j a j �
 j c j�
j b j



� j d j��

Peut�on choisir 
 tel que � j a j �
 j c j	 ��
j b j



� j d j	 �! Pour cela	 il su�t

que � �� j a j� �� �� j d j� � et j c j � j b j	 
�� j a j�
�� j d j�	 ce qui
permet de conclure� �

Exemple �
 Dans le cas de l�interpolant de classe C�	 polyn�omial de
degr�e � par morceaux sur ��� ����� ����� ���� et ����� ��	 
spline cubique �a �
noeuds�	

A� �

�
B� ��� ����� �

� ��� �����
� ������� ���

�
CA �

L�in�egalit�e � 
������
���� 	 
�� �����
�� ���� � ���� nous assure la conver�
gence�

Dans le cas g�en�eral	 on pourra rechercher une norme sur IR� sous la forme
k 
x� y� z�T k�j x j �
� j y j �
� j z j�

Illustrations � Dans les 
gures ci�dessous	 nous avons interpol�e les don�
n�ees suivantes �

f
�� � �� f �
�� � �� f ��
�� � �� f
�� � �� f �
�� � ��� f ��
�� � ��

��



et repr�esent�e les trois fonctions f� f �� f �� sur un m�eme graphe� La convergence
est assur�ee par les propositions � ou ��� Attention aux changements d��echelle
dans les illustrations�
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	� Conclusion

On a donn�e une famille g�en�erale d�interpolants de classe C� sur un seg�
ment �a partir de donn�ees d�Hermite aux extr�emit�es� Les conditions de conver�
gence sont facilement g�en�eralisables �a la classe Cn � il su�t de d�eterminer les
conditions n�ecessaires sur les param�etres puis de construire les � matricesA��

A partir de ces algorithmes	 on peut �egalement construire des courbes
param�etr�ees de classe C� ou Cn�

Une technique similaire a permis d�obtenir des surfaces de classe C� �a
partir de donn�ees sur une triangulation� On peut esp�erer ensuite passer aux
surfaces interpolant des donn�ees g�en�erales d�Hermite aux sommets d�une tri�
angulation ou d�un maillage rectangulaire�
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